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R&tnC-Dans ce travail, on effecture une etude thtorique et experimentale sur le declenchement du 
mouvement de convection d’un fluide dans une cellule de Hele-Shaw. II s’avere que le nombre de Rayleigh 
critique Ra: = 4%~~ trouve prtcedemment par d’autres auteurs n’est en fait vahible que pour une couche 
de fluide a surfaces horizontales libres ce qui n’est pas le cas des cellules de Hele-Shaw. Dans le cas des 
surfaces horizontales rigides, notre approche thtorique conduit a un nombre de Rayleigh critique de 
825.6. Ce nombre est plus proche des resultats experimentaux que celui connu auparavant. Un moyen 
elegant de visualisation des cellules a et& mis en oeuvre pour ce genre de situation, permettant d’estimer le 

nombre de Rayleigh critique experimental. 

t . INTRODUCTION 

DE NOMBREUX travaux fl, 21 theoriques et exper- 
imentaux ont CtC men& ces dernieres anntes en con- 
vection de Rayleigh-Benard. Davis [3] a developpe 
une theorie sur la stabilitt lineaire dans le cas de fluides 
enfermes dans des cavites parallelepipidiques, hori- 
zontales a parois rigides et conductrices. 11 a dtfini les 
rouleaux finis (Finite Rolls) comme des &Jules dun 
mouvement convectif h deux composantes de vitesse 
non nulles, d&pendant des trois variables spatiales. 11 
a ensuite fait apparaitre la dkpendance du nombre de 
Rayleigh critique, Ra,, en fonction des deux rapports 
d’aspect: transversal s/i et longitudinal l/L (Fig. 1). 
En particulier, il a montrt que le nombre Ra, tend 
rapidement vers la valeur 1708 quand les parois lat- 
&ales sont rejettes vers l’infini. Pour la meme con- 
figuration, Stork et Miiller [4] ont effect& des travaux 
exptrimentaux confirmant les resultats thioriques de 
Davis. En particulier, ils ont remarqut que les ‘rou- 
leaux finis’ apparaissent dans la plupart des cas paral- 
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Fm. 1. Gkomttrie de la celhrlk. l/L K 1, E/I c-c I. 

lelement aux faces les plus proches de la boite rectang- 
ulaire. Davies-Jones [S] ont montre qu’excepte le cas 
ou le rapport d’aspect transversal tend vers l’infini, 
les rouleaux finis ne sont pas la solution exacte du 
probleme de convection de Rayleigh-Benard lin- 
earise : les parois latirales (conductrices ou isolantes) 
imposent un mouvement convectif tridimensionnel. 11 
a developpe ensuite un modele analytique pour un 
canal rectangulaire infini, a surfaces horizontales 
libres, oti des solutions t~dimensionnelles completes 
peuvent &tre construites. Luijkx et Pfatten [4] ont 
montre indirectement ce caractere t~dimensionnel de 
~~~oulement en mesurant exp~~mentalement la long- 
ueur d’onde en fonction du rapport d’aspect trans- 
versal, puis en comparant ces resultats 8 ceux obtenus 
theoriquement dans le cas d’un Ccoulement bi- 
dimensionnel ou tridimensionnel. Davis [3] et Catton 
[7], dans leur formulation du probleme par la mithode 
de Galerkin ont construit des solutions tridimen- 
sionnelles par superposition des rouleaux finis dans 
les deux directions horizontales. Enfin recemment 
Chana et Daniels [S] ont applique la mtthode de 
Galerkin au probleme ii deux dimensions. Cela a et& 
suffisant pour d&ire le mouvement t~dimensionnel 
au voisinage des parois laterales et obtenir des resul- 
tats approches pour les deux cas asymptotiques: le 
facteur d’aspect tendant vers zero ou vers l’infini. 
Dans le cas ou (s/I) tend vers zero, ils aboutissent ii. 
un nombre de Rayleigh critique Ra: = 487~~. Resultat 
deja obtenu auparavant [l]. 

Dans le cadre de cette etude, on s’intbresse au cas 
ou le rapport d’aspect transversal tend vers zero. Cela 
correspond a ce qu’on appelle une cellule de Hele- 
Shaw, ou on a une couche mince et verticale d’un 
guide enfen-& dans une cavite parallelepip&lique, 
chauffee par le bas et refroidie par le haut. La cavite 
a une dimension horizontale e tres faible par rapport 
aux autres. 
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NOMENCLATURE 

diffusivite thermique 
epaisseur du tube du cuivre 
acceleration de la pesanteur 
nombre de Grashof, /I@(T, - T,)13/v* 
coefficient de transfert de chaleur 

distance entre les plaques chaude et 
froide (longueur de la cavite) 
pression caracteristique (pression a 
l’equilibre) 
nombre de Prandtl, v/a 
perturbation infinitesimale de la 

pression 
resistance thermique 
nombre de Rayleigh, Gr Pr 
nombre de Rayleigh de la cellule, a*2 Ra 
nombre de Rayleigh critique de la cellule 

T,, (T,) temperature de la plaque chaude 

(froide) 

T, temperature du fluide a I’equilibre 
T’, (T*) perturbation infinitesimale de la 

temperature vis a vis de sa valeur a 
I’equilibre (perturbation 
adimensionnelle) 

AT ecart de temperature caracteristique 

t, (to) temps (temps caracteristique) 
V(u, r, w) ; V*(u*, v*, w*) champ de vitesse 

dimensionnel (adimensionnel) 
V,, (Vg) vitesse caracteristique de u et 

I’ (de w) 
X. y, z ; (x*, y*, z*) variables spatiales 

dimensionnelles (adimensionnelles). 

Symboles grecs 

B coefficient de dilatation a pression 

constante, (- l/pO)(ap/aT), 
c epaisseur de la cavite occupee par le 

fluide 
E* rapport d’aspect (parametre de 

perturbation) 
it conductivite thermique, e/l 

I’(V) viscosite dynamique (viscosite 
cinematique) 

PO masse volumique 
@ flux thermique 
U nombre d’ondes. 

En pratique, les cellules de Hele-Shaw (1898) per- 
mettent de realiser une simulation des Ccoulements 
dans les milieux poreux [9]. En effet l’analogie hydrau- 
lique entre un ecoulement dans une cellule de Hele- 
Shaw et celui dans un milieu poreux est rigoureuse 
lorsqu’on a un ecoulement isotherme. Cette analogie 
est moins ividente quand il y a variation de tem- 
perature [lo], compte tenu de la difficult6 a modeliser 
l’interaction thermique a l’interface solide-liquide. A 
ce titre, et sans itre exhaustif, on peut titer les travaux 
rapport&s dans les references [I l-151. Notre etude 
consiste a determiner analytiquement le critere d’ap- 
parition des instabilites quand les parois laterales sont 
parfaitement isolantes. Pour cela on utilise l’analyse 
adimensionnelle pour faire apparaitre un paramttre 
de perturbation ~11, moyennant un choix convenable 
des echelles ; ensuite on cherche une premiere approxi- 
mation possible par la methode des developpements 
asymptotiques, pour Ctudier la stabilitb. 

Cette etude theorique est confrontee a une etude 
experimentale sur le declenchement du mouvement 
convectif dans une cellule de Hele-Shaw, par la mise 
en oeuvre d’un nouveau moyen de visualisation des 
rouleaux convectifs, utilisable quand le fluide utilise 
est de l’eau. 

2. FORMULATION DU PROBLEME 

On considere un fluide Newtonien, enferme dans 
une cavite rectangulaire d’extension (x) infinie Fig. 1 : 
0 < y < E ; 0 < z < 1. x, y, z sont les coordonnees 
spatiales. I et E sont respectivement la hauteur et 

l’epaisseur de la cavite. Les deux faces horizontales 
inferieure et superieure sont suppokes rigides et main- 
tenues respectivement aux temperatures constantes T, 
et T2 (T, > T,). Les faces verticales laterales sont 
Cgalement supposees rigides, mais parfaitement isol- 
antes. Les constantes p,,, a, p et v designeront respec- 
tivement la masse volumique, la diffusivite thermique, 
les viscosites dynamique et cinematique du fluide; 
toutes sont diterminees quand le fluide est au repos. 
Le coefficient de dilatation /I est determine en regime 
de transfert purement conductif. 

2.1. Equations de bilan et lirkarisation 
Tant que le gradient de temperature impost: n’en- 

gendre pas de mouvement du fluide, on est en regime 
conductif. Si on note To, PO, p0 la temperature, la 
pression et la masse volumique du fluide au repos, on 
a: 

v = 0, -Vp,+p,g=O et T,= T,-(T,-TJ f 
0 

(1) 

ou V est la vitesse de composantes u, u, w selon x, y 
et 2. 

Pour etudier la stabilite du systeme au repos, on 
perturbe son Ctat d’equilibre en posant : 

T= T,+T’, p =po+p’, 

V = O+V, avec V(u, 0, w, t). (2) 

Le mouvement de convection est regi alors par le 



InstabilitCs de Rayleigh-BBnard dans les cellules de He&Shaw 751 

systkme d’kquations des bilans de masse, de quantitk 
de mouvement et d’knergie. En nkgligeant tous les 
termes du second ordre (termes de convection et 
dissipation) et en admettant que le fluide reste in- 
compressible (approximation de Boussinesq), ces 
Cquations s’kcrivent : 

i”+a”+c!!!Lo 
ax ay az 

p,$= -g+p*u 
au apf 

~0% = - - +pAv 
ay 

I po; = - g +pAw+p,BgT 

aT T, - Tz -_= 
at pw+aAT 

1 

avec les conditions aux limites suivantes : 

u=v=w=o en z=O ou z=l 

u=v=w=O en y=O ou y=~ 

ar 
-_=O 
ay en y=O ou Y=E. 

(3) 

(4a) 

(4b) 

(4c) 

(5) 

@a) 

(6b) 

(W 

Les conditions aux limites thermiques en z = 0 et 1 
peuvent itre de deux types : soit tempirature impoie, 
soit flux impok. L’tcriture de ces conditions per- 
mettra de dkterminer les con&antes d’intkgration. 

2.2. Analyse adimensionnelle-choix des khelles 
La giomktrie de la cavitC nous impose les variables 

r&dukes suivantes : 

x* = r 
1’ 

y*=f, z*=; etposonsE*=y 

t* =;, p* = $, 
II 

T* = gT (7) 

oi les grandeurs caractkristiques VO, V& PO, tO, AT 
sont inconnues au dkpart. Avec ce choix, le systeme 
(3), (4), (5) et les conditions aux limites rendues 
adimensionnelles s’krivent : 

e*;[g+z]+&=O (8) 

12 au* aP* ah* E*2-- = -p- +E**A,~*+ 2 
vt, at* ax* aY* 

(94 

E** 
I* aw* 
vto at* 

- -Pg +c**A,w* 

a*w* gfiAT&’ 

+ ay** + vv, 
__ -----T* (9c) 

** l2 aT* T, -T2 V,E* a*T* 
E 

Vto at* 
- --I~*+~*2A2T*+ ~ 

AT ay** 

avec les conditions : 
(10) 

u* =v* = w* = 0 en z* = 0 ou z* = 1 (114 
u* = v* = w* =() en y* =O ou y* = 1 (llb) 

aT* 
-=0 en y*=O ou y*=l. 
aY* 

(1 lc) 

A2 reprtsente l’opirateur a*/ax**+a*/az** et P = 

&PolPdVo. 
2.2.1. HypothPses. Les grandeurs caractkristiques 

sont choisies de telle sorte que les variables rkduites 
soient de l’ordre de 1. D’aprks I’iquation de con- 
tinuitt?, on a : E*( V,/Vb) = 1. D’od Y0 = E* V,,. Le 
terme de convection par gravitk &*gjA T/v V, est don&, 
on le choisira par hypothbe de l’ordre de 1, soit 
V,, = .z’gjIAT/v. On se placera en rtgime stationnaire. 

Avec ces hypothkses, on a le systime adimensionnel 
suivant : 

,Q!!& = E*2A2u* + i% 
a,*2 

$p”“* = @A&+ a2v* 
aY* ay*2 

ap* P- = c**A2w* + 
azw* 
*2 +T* 

c*4;;;*+,**AT*+ & = 0 

od Ra est le nombre de Rayleigh dCfini par : 

(12) 

(134 

(13b) 

(13c) 

(14) 

Ra = (Bg(T, - T2)13/v2)(v/a) = Gr Pr; Gr est le nom- 
bre de Grashof et Pr le nombre de Prandtl. 

2.2.2. Discussion. Le terme P peut etre de l’ordre de 
1, de l’ordre de E* ‘, trb supirieur B 1 ou trb infkieur 
k E**. Examinons ces quatre cas : 

lercas: P>> 1. 
Les trois Cquations du mouvement se rkduisent $ : 

VP* = 0, c.8.d. p* = cte. Cela correspond B 1’Ctat 
d’tquilibre p* = 0 (fluide au repos). 

2bme cas : P = E* 2. 

Lx sys3me d’tquations (12)-( 14) s’kcrit alors : 

au* au* aw* 
ax*+x+,z,=O 

ay 

aP* fh* 
E** - = E*2A2u* + __ 

ax* ay** 

(15) 

(164 



(16b) 

.F4 Raw*+&**A2T*+ zF = 0. (17) 

Une nouvelle discussion s’impose SW le terme a*4 Ra : 

(4 8 *4 Ra >> 1, w* = 0 correspond a Vetat d’equi- 
libre. 

(b) P4 Ra << Ebb, AT = 0 correspond au regime 
conductif. 

(c) a *4 Ra = O(l), on prend P4 Ra = Ra:; ensuite 
on cherche une premiere approximation en posant 
a*2 = 0. On obtient alors : 

~+&a,c!!$~o 
aY* 

a%; 
oY* 

,-0 

apt a%; 

ay* ay** (19b) 

azwg 
---t-T;=0 
dV*2 

(19c) 

a2T; 
Rar & + ~ - 0. ay*2 - 

(18) 

(194 

Les deux dernieres equations (19~) et (20) permettent 
d’avoir : 

a4Tg 
W-Ray c = 0. (21) 
-, 

Cette equation differentielle a pour solution : 

i = (Ra:)‘14. 

Les conditions aux limites nous permettent de montrer 
que A = B = C = D = 0, c’est d dire TX = 0, ce qui 
correspond a un etat d’equilibre. 

(d) a*4 Ra = O(E**), on prend Ebb Ra = Ebb Rar; 
ensuite on cherche une premiere approximation en 
posant E . ** = 0 Une demarche analogue au 28me cas 
(c) conduit a un &tat d’equilibre. 

En resume dans le cas ou P = E* *, et avec toutes les 
possibilites que peut avoir le terme a*4 Ra, on est 
toujours ramene a une solution non significative qui 
correspond a l’etat d’equilibre. 

3eme cas. 
P << a* * et E* * << 1, le m&me raisonnement que celui 

du 2eme cas (c) peut s’appliquer pour montrer que 
ut = vi = w$ = T$ = 0. On retrouve l’etat d’tqui- 
libre. 

4kme cas : 
P = 1, le systeme d’equations s’tcrit : 

(22) 

(23a) 

WI 

a2T* 
&*4 Raw*+E*2AlT*+ 3jx = 0. (24) 

Dans ce cas aussi une nouvelle discussion s’impose 
sur le terme a*4 Ra : 

(4 E *4 Ra >> 1, alors w* = 0 correspond a un &tat 

d’equilibre. 

(b) a *4 Ra << E*’ ceci implique AT = 0 et par conse- 

quent c’est encore un Ctat d’equilibre. 

(c) a *4 Ra = O(1). Si l’on pose Ra, - E *- *4 Ra,une 

demarche analogue au 2eme cas (c) conduit a une 
solution non significative correspondant a l’etat 
d’equilibre. 

(d) P4 Ra = O(E*~), on pose E *‘Ra= Ra*ohRa* 
est constante finie ; dans ce cas, le systeme d’equations 
s’krit : 

g+g+?$o 

ap* ah* -- = &;- +E*~A,u* 
ax* 

ip* *2 ?‘a* 

ay* 
= E 2iy” +P4A,v* 

(25) 

(264 

Wb) 

+p* --~ = ;;; +E**A~w*+ T* 
i?z* I* (26~) 

a’T* 
Ebb Ra* w*+E*‘A~T*+ m--T = 0. 

i?L’*- (27) 

Ce systeme sera resolu en detail dans le paragraphe 
qui suit. 

2.2.3. Dtkeloppement asymptotique et rtsolution 
du systkme (25)-(27). On va chercher une premiere 
approximation independante du parametre de per- 
turbation E*, en neghgeant tous les termes d’ordre E**. 

On notera u& vg, ws, T& p& les solutions de cette 

premiere approximation au probleme pose. On 
obtient : 

e!+!%+e&o 
i 

(3pz a*#: __=-- 
ax* ay** 

ad 
ay* 

!2_T*_a2w~ 
a2 o ay** 

(28) 

(294 

C-b) 

(29~) 
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a’Tg 
~ = 0. 
ay*2 (30) 

Les equations (29b) et (30) montrent queptet TX sont 
independants de y*. 

En integrant (29a) et (29~) et en utilisant les con- 
ditions aux limites on obtient : 

(314 

w;=+y*(y*-1) E-T; ; [ 1 @lb) 
l’integration de l’equation de continuite en utilisant la 
condition vX = 0 en y* = 0, on obtient : 

v;=:(~-~)[A2p;-~]: (31c) 

IJ~ = 0, doit Ctre satisfaite en y* = 1, on a done : 

A2p;- g = 0. (32) 

Le probleme reste ma1 pose pour coupler l’tquation 
de l’energie et les equations de mouvement. Pour Ctud- 
ier la stabilite du systeme ainsi que pour chercher des 
solutions approchees de u$, vt, wtet Tt, on pose alors : 

u* = u~+A,(&*)U:+O(A,) 

v* = v~+B,(E*)v:+O(B,) 

w* = w~+c,(&*)W~+O(C,) 

P* = P:+D,(&*)P:+o(D,) 

T* = T;+E,(&*)T:+O(E,). (33) 

uf vft w$ pg et TX sont donnees par la l&e approxi- 
mation et ne sont pas completement determines, a 
l’exception de vt qui est nulle. 

A,, B,, C,, D, et E, sont les deuxiemes termes 
de chaque sequence asymptotique correspondant au 
developpement asymptotique de chaque variable 
reduite ; elles sont fonction du parametre de per- 
turbation E*. 

En utilisant ces developpements dans le systeme 
adimensionnel (25) (26) et (27) et en gardant seule- 
ment l’equation d’energie, il vient : 

a2TT 
E*’ Ra* ~~fe*~A,T~_t E, 1*2 

*y 

+O(E,,E*‘C,,E*~E,) = 0. (34) 

Pour E, trois cas peuvent &tre envisages : 

ler cas : E, = o(E*~), ceci conduit a : 

Ra*w$+ A,Tz = 0 ce qui est impossible d’apres la Ike 
approximation. 

2eme cas : E*’ = o(E,) ce qui mene a : 

a2T, 
---=o 
ay*2 ’ 

ce cas est deja trait& par la premiere approximation. 

3eme cas : E, = E*~, ce qui correspond a : 

Ra*wf+B,T$+$=O. (35) 

En integrant et en tenant compte de (3 1 b), on obtient : 

aT: -= _~Ra*[~~-~][~-Tt]-A2T1+A. 
w 
Or aT:/ay* = 0 en y* = 0 ou y* = 1. Ainsi A = 0 et 
par consequent : 

&Ra* g-T: -A2Tt= 0. 
[ 1 (36) 

Le cas oti E, = E*’ est appele principe de moindre 
degenertscence [l&18]. 

2.3. Etude de la stabilik 

D’apres le paragraphe precedent, on est arrive a 
obtenir les deux relations importantes suivantes : 

A2p;- 2 = 0 (32) 

kRa* 
[ 1 $Tf -A2T;=0. (36) 

L’exptrience montre que les cellules formees ont un 
comportement periodique dans la direction de l’axe 
des x. On peut done chercher une solution de la forme : 

pt = (A sin wx* + Bcos wx*)f(z*) (3W 

TX = (C sin wx* + D cos wx*)g(z*). (37b) 

En injectant ces deux expressions dans (32) et (36), 
et en tenant compte du fait que sinwx* et cosox* 
constituent une base indtpendante, on trouve : 

A/C = BID = L (38) 

f”-w’f-(l/l)g’ = 0 (39) 

(40) 

Od 

Ra* = E+’ Gr Pr. 

Cherchons une solution du systtme (39), (40) de la 
forme : 

pour qu’il y ait une solution non nulle, on tcrit que le 
determinant de la matrice caracteristique est nul, ce 
qui conduit a : 

(41) 



Soit si = 0)‘[1 +J(Ra*/120”)] et si = ta’[l -\l’(Ru*/ 

12WZ)]. 

Deux cas sont possibles : 

ler cas: 1 -J(Ra*/12w’) > 0, les quatre racines sont 

reelles: +s,, +s2 

s, = W[l +J(Ra/l2w’)]’ * 

et s2 = w[l -J(R~/l2w*)]“~. 

La solution est du type : 

f(z*) = A, &I’*+A’, e-‘li*+A?eS2’*+A;e~SZZ* (42a) 

compte tenu de (37a, b), les equations (31a) et (31b) 
s’tcrivent : 

UX = w(A cos co* -B sin ox*)f(z*) (43a) 

WE = (A sin wx* + Bcos wx*) 
L 

f’(z*) - :9(z*) 
I 

(43b) 

Si on utilise les conditions type interface libre wb = 0 
et contraintes tangentielles z,, zYr nulles, ceci revient 
a Ccrire : wt = 0 et T$ = 0. Ces conditions ont Cte 
utilisees pour le cas d’une cellule de Hele-Shaw. Les 
conditions aux limites sont alors les suivantes : 

f’(z*) - ig(z*) = 0 en z* =0 et z* = 1 Wa) 

g(z*)=O en z*=O et z*=l. Wb) 

Avec ces conditions le systeme (42a), (42b) peut 
s’ecrire : 

X (45) 

oh a, = (s:-d)/s,, u* = (.T-w’)/s*. 
Pour que f(z*) soit different de zero, il suffit que le 

determinant de la matrice soit nul ce qui conduit d : 

D, = (a2s, -aIs:)’ sinhs, sinhs, = 0 

ceci n’est pas possible. 
En realite il faut plutot utiliser les conditions 

d’adherence sur les parois u$ = wt = 0 : 

1 
f”(z*)- j”(z*)=O en z* =0 et z* = I (46a) 

f’(z*)=O en z*=O et z*=l. (46b) 

La meme demarche que precedement conduit a : 

D, =(~(,+~1~)*cosh(s,-s~)-(cz~--~(.,)*co~h(s,+.~~) 

La resolution numerique de D, = 0 montre qu’il n’y 
a pas de solution, c’est a dire D, # 0, et par conse- 
quent le systeme est stable dans la zone Ra* < 120~. 

2eme cas: I-J(Ra*/12w*) < 0; on a deux racines 
reelles et deux racines imaginaires 

+s, = +w[l+J(Ra/l2w*)]“* et 

fs, = fio[-l+J(Ra/12w2)]“* = fiq. 

La solution est du type : 

f(z*) = A,e”~‘*+A’,e~“~‘*+A,sinqz*+A~cosqz* 

g(z*) =~(Si-OZ)(A,eJ,‘*_A’,e-‘,l*] 
SI 

+] (q2+w2) 
4 

[A2 cosqz*-A’, sinqz*]. 

En utilisant les conditions (w: = TE = 0), le deter- 

minant du systeme s’ecrit : 

D 

2 

= (s?-dq (42+~2)s, 
[ .r I 4 1 

sinhs, sinq = 0. 

Ceci n’est possible que si sin q = 0, soit q = nn: 

(n entier), ce qui conduit a la relation : 

f&y+ = 12~’ 1+ ?;;’ 
[ 1 

t (47) 

Qui definit les courbes de stabilite marginale. La pre- 
miere instabilite apparait pour n = 1. La courbe cor- 

respondante est indiquee sur la Fig. 2 (courbe 2), 
d’ou l’on peut tirer le nombre de Rayleigh critique 
Ra,* = 48x2, et le nombre d’onde correspondant n. On 
retrouve ainsi le resultat classique dans la litterature. 

Si maintenant on utilise les conditions aux limites 
uz = wf = 0, le determinant est : 

D, = 2[a:-a:] sinqsinhs, 

+4cr,cc,cosqcoshs, -4c(,a, = 0 (48) 

ou tag = o’/s, et c(~ = -w*/q. 
La relation (48) determine les courbes de stabilite 

marginale. Sa resolution numerique permet de tracer 
la premiere courbe de stabilite (Fig. 2, courbe 3) d’ou 
l’on peut tirer le nombre de Rayleigh critique Ru,* et 
le nombre d’onde w, correspondant : 

Ra,* = 825.6 

w, = 4.154. (49) 
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FIG. 2. Courbes de stabilitt marginale: courbe 2, relation 
(47); courbe 3, relation (48). La courbe 1 correspond i 

&I* = 1209. 

Valeurs qui sont proches des observations exper- 
imentales en general, et de nos essais decrits dans le 
paragraphe qui suit. 

3. CONFRONTATION EXPERIMENTALE 

Pour effectuer des experiences sur ce type particulier 
d’instabilites de Rayleigh-BCnard, nous avons utilise 
une cellule dite de He&Shaw (Fig. 3). Les parois 
laterales transparentes de la cellule sont en plexiglass. 
Les deux tubes en cuivre inferieur et superieur per- 
mettent respectivement la circulation d’eau chaude 
et froide dont la temperature est regulee par deux 
thermostats de debits respectifs qu, = 63 cm3 s-’ et 
qu2 = 30 cm3 s-‘. Les temperatures respectives des 
deux tubes de cuivre T, et T2 sont trts proches de celle 
de l’eau qui circule dans les tubes T’, et r;. Un calcul 
simple sur les resistances thermiques permet de mon- 
trer que l’ecart entre la temperature de la paroi exteme 
du tube et celle de l’eau est de 0.1 “C. Ces temperatures 
sont mesurees par quatre thermocouples ‘Chromel- 
Alumel’ type K, de diamttre 1 mm, places a l’entree et 
a la sortie de chaque tube. Ces thermocouples indiques 
par 2 sur la Fig. 3 sont relies ?I une centrale de mesure 
(Schlumberger) de precision f 0.1”. 

Le fluide ‘test’ est enferme dans la cavite rectang- 
ulaire de longueur L = 20 cm, de hauteur I = 1 cm 
et d’epaisseur E = 1 mm (E* 2 0.1). Ce fluide ‘test’ est 
de l’eau contenant 3% de kalliroscope pour permettre 

de bien visualiser les cellules lors du mouvement con- 
vectif comme l’indique les photographies de la Fig. 4. 
Les proprietes physiques de ce fluide en fonction de 
la temperature ont ttt soigneusement control&es: v 
par des tubes capillaires, /I par des densimetres de 
precision et a par la methode flash [19, 201. Ces pro- 
prietes sont trb voisines de celles de l’eau : 

v(m’s-‘) = 1.679exp(-2.559x lo-‘to) 

/?(K-‘) = 1.82x lo-“+1.025x 10-4(t”--20) 

a(m’s-‘) = 1.31 x lo-‘exp(4.25~ 10e3f”) 

to en degre Celsius. 

Pour avoir l’ecart de temperature minimal qui cor- 
respond au declenchement du mouvement convectif, 
nous avons procede de la facon suivante : on applique 
au depart un gradient de temperature qui permet de 
rester en regime purement conductif dans le fluide. 
Ensuite on augmente l’ecart par elevation de la tem- 
perature de l’eau chaude, l’eau froide est maintenue 
pendant toute la durie de l’experience B 25°C. Une 
fois que les premieres cellules commencent a se former, 
on relke l’ecart de temperature. La duree d’un essai 
est d’environ quatre heures selon cette procedure. 
Cependant si l’on applique des le depart un Ccart de 
temperature legerement superieur a la valeur critique 
(AT,), les cellules apparaissent au bout d’une dizaine 
de minutes. 

Plusieurs essais ont montre que les cellules ap- 
paraissent pour un Ccart de temperature T, -T, = 
5.8”C. Le nombre de cellules visualistes varie selon 
l’experience entre 24 et 26. Le nombre de Rayleigh 
critique de la cellule Ra,* est de l’ordre de 1240. 
Pour 25 cellules le nombre d’ondes experimental 
est de 4 environ. Ces deux dernieres valeurs sont 
plus proches de nos previsions theoriques (Ra,* = 
825.6 ; co, = 4.754) que celles couramment admises 
dans la litterature (48n2, n). On peut noter cepend- 
ant que f&cart entre la valeur theorique (825) et 
la valeur mesuree (1240) reste important (50%). A 
notre avis, il ne peut pas seulement Ctre impute aux 
incertitudes de mesures (f4% sur AT, + 5% sur E), 
mais aussi aux fuites thermiques par les parois lat- 
&ales qu’il convient d’estimer. C’est pourquoi, nous 
avons entrepris une observation qualitative de 
l’tcoulement a l’aide d’un binoculaire (grossissement 
-cinq fois) au voisinage immediat des tubes. Cette 
observation a permis de montrer l’existence dune 
zone de fluide quasi stagnante (Fig. 3, detail B) 
d’tpaisseur 0.8-l mm (de l’ordre de E). Cette zone 
apparait ligerement obscure contrairement a la zone 
de convection oii les particules de kalliroscope devi- 
ennent refltchissantes. Des lors, en premiere approxi- 
mation, on peut considerer que la temperature est 
lintaire dans ces zones. Zones ou nous avons install& 
deux thermocouples Cr-Al 01 mm. Ces thermo- 
couples rep&es par 2’ sur la Fig. 5 permettent de 
mesurer les temperatures moyennes T,,,, et Tm2. A 
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FIG. 3. Montage experimental (&es en mm). 1, Cellules en ‘plexiglass’; 2, thermocouples: 2’, thermo- 
couples dans le guide ‘test’ ; 3, thermostat; 4, centrale de mesure de temperature; 5, rotametre : 6, vannes ; 
7, thermometre a contact ‘vertex’ ; 8, tube de cuivre ; 9, emplacement du binocuhiire ; 10, zone de fluide quasi- 
stagnante (obscure) ; 11, zone rtflechissante ; 12, tube de raccordement ; 13, liquide de refroidissement ; 14, 

resistante chauffante. 

FIG. 4. Visualisation des cellules par kalliroscope. 
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FIG. 5. Section transversale de la celmle experimentale de 
Hele-Shaw et Schema du transfert thermique correspondant 
(totes en mm). 1. Cellule ; 2-2’ ; thermocouples ; 8, tubes de 

cuivre 0 8 mm. 

l’apparition des cellules les temperatures mesurees 

sont : 

T; = 31°C T,, = 30°C 

TZ = 25°C Tm2 = 254°C. 

Le transfert de flux de chaleur de l’eau chaude vers le 
fluide ‘test’ (a,) et du fluide ‘test’ vers I’eau froide 
(@J se fait a travers les resistances thermiques selon 
le schema de la Fig. 5 : 

RI = I/hi, Rz= l/hz, Rt=e/)L,,i,,, RI =42L, 

oi e est l’epaisseur du tube de cuivre, h, et h2 sont les 
coefficients de transfert de chaleur calcules a partir de 
correlations classiques [2 I] : 

R, = 1.107, Rz = 2.53, R, = 0.013, 

R, = 8.07 x lO_“Wm-* K-‘. 

De ces valeurs on peut tirer : 

T, = 30.9, T, = 251°C T, - T2 = 5.8”C, 

0, = 1089Wme2, O2 = 377Wmm2, 

soit Or/@, = 0.35. 

On voit done que les fuites thermiques par les parois 
laterales representent environ 65% du flux entrant Q ,. 
II n’est done pas Ctonnant que le nombre de Rayleigh 
critique trouve experimentalement, depasse largement 
la valeur theorique. Par aileurs, on peut remarquer 

que le flux de chaleur @, est environ trois fois le flux 

par conduction (A,AT/l) pour le meme &cart de 
temperature, ce qui montre ainsi l’augmentation du 
transfert de chaleur d&s l’apparition des instabilitts. 

4. CONCLUSION 

Les etudes qui ont CtC menees ces dernihes annees 
sur le declenchement du mouvement de convection 
de Rayleigh-BCnard dans une cellule de Hele-Shaw 
d’extension infinie, ont montre, en utilisant la thiorie 
lineaire que le nombre de Rayleigh critique est 
Ra, E &T~~/E*~, E* est le rapport d’aspect transversal 
de la cellule. Nous montrons que ce resultat n’est en 
fait valable que pour une couche de fluide a surfaces 
horizontales libres. Notre demarche consiste a con- 
siderer la couche a surfaces horizontales rigides. Le 
point de depart est une application rigoureuse de l’an- 
alyse adimensionnelle, et une discussion sur l’ordre de 
grandeur des termes adimensionnels, qui nous ont 
permis de mettre en evidence des Cchelles carac- 
teristiques appropriees. Nous avons ensuite applique 
la methode des developpements asymptotiques, en 
considerant le rapport d’aspect E* = c/l comme un 
parametre de perturbation. Finalement, nous 
obtenons deux equations differentielles lineaires liant 
la pression et la temperature. Ces equations ont ett 
resolues par des methodes classiques, toujours pour 
une couche de fluide a surfaces horizontales rigides. Le 
nombre de Rayleigh critique est alors Ra, E 825.6/~*~. 

Parallelement a cette etude theorique, nous avons 
mene une campagne experimentale sur le nombre de 
Rayleigh critique. Pour visualiser les cellules, le fluide 
‘test’ contient 3% de kalliroscope produit utilise pour 
la premiere fois dans ce genre de situation. Les resul- 
tats montrent que le nombre de Rayleigh critique 
experimental est superieur a nos previsions theo- 
riques. Cette difference a CtC expliquee par I’estimation 
des fuites thermiques a travers les parois latirales. 
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RAYLEIGH-BENARD INSTABILITIES IN HELE-SHAW CELLS 

Abstract--In this paper, we perform a theoretical and experimental study on the onset of convection of a 
fluid in a Hele-Shaw cell. We find that the critical Rayleigh number previously found by others is only 
valid for a fluid layer with free horizontal surfaces, which is not the case for the Hele-Shaw cell. In the 
case of rigid horizontal surfaces, our approach leads to a critical Rayleigh number equal to 825.6. This is 
in closer agreement with the experimental results than the value previously found. We have also developed 

an elegant method of visualizing the cells for these types of situations. 

RAYLEIGH-BENARD-INSTABILITATEN IN HELE-SHAW-ZELLEN 

Zusammenfassung-In der vorliegenden Arbeit wird das Einsetzen der Konvektion in einer He&Shaw- 
Zelle theoretisch und experimentell untersucht. Es zeigt sich, da8 die friiher von anderen Autoren gefundene 
kritische Rayleigh-Zahl nur fiir eine Fluidschicht mit freien horizontalen Oberflgchen gilt, was bei einer 
Hele-Shaw-Zelle nicht der Fall ist. Im Fall fester horizontaler Oberflachen ergibt die vorliegende Unter- 
suchung eine kritische Rayleigh-Zahl von 825.6. Dieser Wert stimmt besser mit den experimentellen 
Ergebnissen iiberein als der friiher gefundene Wert. Eine elegante Methode zur Sichtbarmachung der Zellen 
unter diesen Bedingungen wurde entwickelt, wodurch der kritische Wert der Rayleigh-Zahl experimentell 

bestimmt werden kann. 

HEYCTOmsMBOCTb P3JIE%6EHAPA B RsEtiKAX XII&IIIOY 

hiioTawI-TeopeTwreCKH W 3KCIlepHMeHTaJlbHO HCCJleJlyeTCK B03HHKIiOBUlIie KOHBeKWH IKHAKOCTH B 

WieiiKe Xen-UIoy. HaiineHo, STO KpmHYecKoe %icno P3ne& non~eaeoe pruree npyrlrhm aBTopaMH, 

CItpaBeJlJlllBO TOJIbKO .llJlK CJIOR xH!JKOCTEi CO CB060AHblMH TOpH30HTaRbHbIMH IIOBepXHOCTKMH; B 

cnygae me nqeiiKHXm-IIIoy 3~0 ycnomie OTC~TCTBY~T. &IS Teepnnrx ropH30HTanbHbrx noeepluIoxTeii 

IlOJly%HO KpHTHWCKOe miCJl0 hIen, paBIW2 825,6, 'iT0 Jly'iUIe CornacyeTcn C 3KClPZpHMeHTWlbHbIMH 

LNHHbIMH,VeM paHee HaiheHHOe 3HWieHHe.Pa3pa6oTaH TaKXCe MeTOn BEi3ya.lIS3iUUiH KWXK B paCCMaT- 

pHBZleMbIXyCJlOBHZ4X. 


